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COMPARACION DE DOS ALGORITMOS DE LAGRANGIANO
AUMENTADO PARA EL PROBLEMA DE OPTIMIZACION CON
RESTRICCIONES DE IGUALDAD

G. M. Crocerif y G.N. Sottosanto'

tDepartamento de Matemdtica, Universidad Nacional del Comahue, Santa Fe 1400, 8300 Neuquén, Argentina,
graciela.croceri@faea.uncoma.edu.ar, graciela.sottosanto @faea.uncoma.edu.ar

Resumen: En este trabajo se presentan dos algoritmos basados en la minimizacion secuencial del Lagrangiano Au-
mentado para resolver el problema de optimizacion con restricciones de igualdad. Uno de los algoritmos combina una
técnica de gradiente conjugado y regién de confianza. El segundo utiliza como estrategia de resolucién un método de
gradiente proyectado, y la convergencia desde cualquier punto inicial, se obtiene mediante un esquema tipo Armijo.
Un estimado del multiplicador de Lagrange se actualiza en cada iteracién y el pardmetro de penalizacién se modi-
fica para obtener suficiente reduccion en la norma de las restricciones. La informacién de segundo orden, en ambos
algoritmos, se actualiza mediante una técnica secante. Los algoritmos fueron implementados en Scilab y se reportan
resultados numéricos sobre un conjuntos de problemas test de la coleccién CUTEr.

Palabras clave: Lagrangiano Aumentado, gradiente conjugado, gradiente proyectado, region de confianza, regla de
Armijo.
2000 AMS Subject Classification: 21A54, 55P54

1. INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es hallar la solucion z* € R"™ del problema general de optimizacién con
restricciones de igualdad y cotas sobre las variables

min  f(x) (1)
S.a.

Cj<x) - 07 J=1 » Dy

i <x; <wuy 1=1,...,n,

donde f : R — Ry c: R"™ — R son funciones dos veces continuamente diferenciables y donde algunas de
las componentes del vector [ y u de cotas sobre las variables pueden fijarse en —oo y +00 respectivamente,
significando que no existen cotas sobre esas componentes.

Los dos algoritmos que presentamos para resolver (1) estdn basados en la minimizacién secuencial del
Lagrangiano Aumentado. El método, desarrollado originalmente para resolver el problema de minimizacién
con restricciones de igualdad [11], fue aplicado después a la resolucién de problemas de cuadrados minimos
con restricciones de igualdad [6] donde se incorporé una aproximacion secante del tipo BFGS [8],[4].

2. LOS ALGORITMOS

El Lagrangiano Aumentado [3] asociado a este problema es
T 1 2
Lu(z,A) = fz) + X c(x) + @HC(@H% )

donde ) es el vector de multiplicadores de Lagrange y 1 > 0 el pardmetro de penalizacion.

El método es iterativo y para la resolucién del problema (1) utiliza dos tipos de iteraciones: externas e
internas.

En cada iteracion externa se encuentra una solucién aproximada xx1 de

min L, (xg, M), i<z <wu, i=1,...,n, 3)
xX
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donde )\ es el estimado actual del vector de multiplicadores de Lagrange y + > 0 es el pardmetro de
penalizacion. Ambos pardmetros se actualizan al final de cada iteracion externa.

En cuanto a la iteracion interna, en la que se resuelve el subproblema de miniminizar la funcién La-
grangiano Aumentado, se usaron dos algoritmos que utilizan distintas estrategias, a fin de comparar su
performance. El que llamaremos, en lo sucesivo, Algoritmo 1 combina una técnica de gradiente conjugado
[14] y regi6én de confianza [5]. El Algoritmo 2 utiliza un método de gradiente proyectado con un esquema
del tipo Armijo con el objetivo de lograr convergencia desde cualquier punto inicial.

En el caso del Algoritmo 1, si el problema original posee cotas sobre las variables, se transforma en un
problema con restricciones de igualdad agregando variables de holgura. Es decir, para cada ¢ con
1=1,...,nsereemplaza l; < x; < u; por x; —ui—i—s% =0yxz; —1; —wf =0.

2.1. ALGORITMO 1

El subproblema irrestricto se resuelve usando el método de gradiente conjugado que tiene incorporado
una estrategia de regioén de confianza. El paso se obtiene como solucién del problema

min Sy Ak, , “4)
nin Qr (8, Ak, i)

donde @ es el modelo cuadratico del Lagrangiano Aumentado alrededor de = y 6 > 0 es el radio de
la regién de confianza. Si la reduccion de la funcién L, (zj, Ax) en el minimizador del modelo cuadrético
es suficiente, se acepta el correspondiente paso de prueba como nuevo iterado, caso contrario, se reduce el
radio de la regién de confianza de manera estandar [5].

Cuando ||VL,, (41, Ak|| < € para alguna sucesion dada {e;}, e — 0, la iteracion interna termina,
con Tx41 = (x4)k+1 y el método regresa a la iteracion externa.

Con el método de gradiente conjugado [14] se puede hallar la solucién aproximada del subproblema
cuadrdtico a través una técnica dogleg de tal manera que la curva solucién s(d) resulta aproximada por
una poligonal. La informacién de segundo orden se aproxima utilizando estrategias secantes en una forma
estructurada.

Atn cuando se involucren matrices arbitrarias, el método resulta bien definido y en caso que la aproxima-
cién de la matriz Hessiana sea definida positiva se obtiene convergencia local superlineal en el miminizador
local del subproblema irrestricto.

Descripcion del Algoritmo 1

Supongamos que estan dados z; € R", \p € RP, || Me|l2 < M, M > 0, constantes y 0 < fimin < jik.
Dadas, ademas las toleracias €1 y ea > 0, los siguientes pasos permiten hallar x.. y su multiplicador asociado
A

Algorithm 2.1 (Algoritmo basico de la iteracion externa.)

Paso I. Hallar (x.)g+1, solucién aproximada del subproblema de minimizacién
min L, (x, A)
x

usando el algoritmo de gradiente conjugado/regién de confianza [14].
Paso II. (Test de convergencia)
w Si||VI(@) ket Me)ll2 < €1y |le((z4)gs1)|l2 < €2 entonces TERMINAR,
(4)k+1 = T es la solucion aproximada del problema de minimizacion sin restricciones,

= de lo contrario, actualizar el pardmetro de penalizacion tal que 0 < pig1 < pg.

e Si pgy1 > min actualizar el estimado del multiplicador e ir al paso I,

e de lo contrario terminar con la solucién aproximada (z,)g11 = .
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2.2. ALGORITMO 2

Este algoritmo combina un método de gradiente proyectado con una regla tipo Armijo [1], [2].

El algoritmo del gradiente proyectado es una extensién natural del algoritmo de direccién de méximo
descenso para el caso de problemas con restricciones de cotas.

En este trabajo seguimos una implementacion disefiada por [10] que usa una estrategia BFGS recursiva
para actualizar la inversa generalizada de una parte de la matriz Hessiana.

El conjunto factible de este problema es el conjunto

Q:{xER”:ligxigui,izl,...,n}.

Decimos que la i-ésima restriccion es activa en x si (z); = l; 6 (x); = u;. En cada = € Q los conjuntos
de indices A(x) e Z(z) son respectivamente los conjuntos de indices activos e inactivos.

Recordemos que las condiciones de Karush Kuhn y Tucker para el problema (3) establecen que un punto
Zx € () es estacionario para el subproblema si y solo si

e = P(xx — aVL(xy))

para todo o > 0, donde P es la proyeccién sobre ()

El método del gradiente proyectado tiene una propiedad destacada, que consiste en que bajo determinadas
condiciones, el conjunto de indices de restricciones activas A(xy), a partir de un nimero determinado & de
iteraciones, es el mismo que el que se tiene en la soluciéon A(x,). Para asegurar el cumplimiento de esta
propiedad, el método tiene que identificar, en cada iteracidn, el conjunto de restricciones activas.

Dado un iterado actual x;, el nuevo iterado se obtiene como

z+ =Pz — aVL,(zg)),

donde « es un pardmetro de longitud de paso correspondiente a una regla tipo Armijo, de manera tal que
asegure suficiente decrecimiento en la funcién objetivo. Para o > 0 se define

(o) = Pz — aVL,(z)).

Para el caso de restricciones de cotas sobre las variables, la condicion de suficiente decrecimiento se
expresa como

Lu(w(e) = Lu(w) < Dz~ a(a)P,

donde 3 es un pardmetro cuyo valor tipico es 1072,

Como criterio de terminacién para nuestro algoritmo elegimos ||z, — P (2 — VL, (zy))|| < € para cierta
tolerancia e.

En la implementacién que usamos en este trabajo, a efectos de mejorar la convergencia del método, en
lugar de elegir como direccién de descenso, la opuesta a la del gradiente, se usa un vector d que se actualiza
recursivamente premultiplicando por una aproximacién secante estructurada de la inversa generalizada de
la matriz Hessiana.

Descripcion del Algoritmo 2

Supongamos que estdn dados xy € R", A\, € RP, ||[\g|l2 < M, M > 0, constantes y 0 < fimin < fik-
Dadas, ademas las toleracias €; y ea > 0, los siguientes pasos permiten hallar x.. y su multiplicador asociado
A
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Algorithm 2.2 (Algoritmo basico de la iteracion externa)

Paso I. Hallar (x, )1, solucion aproximada del subproblema de minimizacion

min L, (x,\)

s.a Li<zi<u;,, 1=1,...,n.

usando el algoritmo de gradiente proyectado con biisqueda lineal tipo Armijo y actualizaciéon BFGS
de la inversa de la matriz Hessiana [10].

Paso II. (Test de convergencia)

w Si[(x)k+1 — P((z)kr1 — VI(2)kt1, Me)|l2 < €1 and [|e((z4)k+1)]]2 < €2 entonces TER-
MINAR,
(4)k+1 = T es la solucién aproximada del problema,

= de lo contrario, actualizar el pardmetro de penalizacion tal que 0 < pgq < pg.

e Si pgy1 > min actualizar el estimado del multiplicador e ir al paso I,
e de lo contrario terminar con la solucién aproximada (x,)x1+1 = Ty, .

2.3. ACTUALIZACION DEL PARAMETRO DE PENALIZACION

Un punto determinante del método de Lagrangiano Aumentado es la eleccion del parametro de penaliza-
cioén py. Para asegurar convergencia global se debe generar una sucesion no decreciente {1 }. Aunque los
métodos pueden ser formulados con p diferentes parametros de penalizacién, uno para cada componente de
c(x), en la practica, esto no presenta ventajas numéricas.

Para ello, empleamos, en el Algoritmo 1, el siguiente esquema: Si ||c(zx+1)||2 no es suficientemente
menor que ||c(zy)||2 entonces el pardmetro de penalizacion es disminuido por la regla pix+1 = ¢uy donde
¢ € (0,1). Aqui consideramos que ||c(zx+1)|2 debe ser menor que 0,05||¢(xg )2 - El comportamiento del
pardmetro de penalizacion es independiente del vector de multiplicadores. Nuestro criterio para actualizar el
vector de multiplicadores es mantenerlo constante a lo largo de la minimizacién cuasi Newton y actualizarlo
al final del mismo, por medio de alguna férmula. En este trabajo, elegimos una férmula de primer orden
para actualizar el vector de multiplicadores de Lagrange,

Akl = Mg + ick.
HE
Cuando el problema se resuelve aproximadamente utlizando el algoritmo 2, se mide la condicién
lle(zk)||2 < €. Si esta se cumple, el parametro de penalizacion no se cambia para la siguiente iteracion por-
que su valor actual estd produciendo un nivel aceptable de violacién de las restricciones y el multiplicador
se actualiza con una férmula de primer orden. Caso contrario, se aumenta el pardmetro de penalizacién para
asegurar que la siguiente iteracion pondrd mds énfasis en la disminucién de las restricciones y el multiplica-
dor no se actualiza [13].

3. RESULTADOS NUMERICOS

Los algoritmos fueron codificados en Scilab en entorno LINUX. A fin de evaluar su performance, se
resolvieron 100 problemas test con restricciones de igualdad y cotas sobre las variables de la coleccién
CUTETr [9] y se realizaron dos tipos de comparaciones. En todas ellas los parametros utilizados en nuestra
implementacién numérica son los siguientes: ¢, = 1075 y eo = 107° y piynin = 10719, El multiplicador
inicial, \g, y el punto inicial, x¢ de cada problema era el proporcionado por CUTEr.

Por un lado se evalué el desempefio de los dos algoritmos planteados y por otro, ambos se compararon
con un nuevo algoritmo basado en la estrategia de regién de confianza [12]. En este dltimo, en cada ite-
racion, el paso de prueba se obtiene minimizando una aproximacion cuadratica de la funcién Lagrangiano
Aumentado en la regién de confianza. La funcién Lagrangiano Aumentado se utiliza también como funcién
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de mérito para decidir si el paso de prueba es aceptado. Un estimado del multiplicador de Lagrange se ac-
tualiza en cada iteracion, y el parametro de penalizacion se modifica para conseguir una reduccion suficiente
en la norma de la violacién de las restricciones. A este algoritmo lo llamaremos Algoritmo 3.

Utilizamos la técnica de performance profile propuesta por Dolan y Moré [7] para mostrar el comporta-
miento de cada algoritmo en el conjunto de problemas test considerados.

En la figura 1 se muestra el desempefio observado basado en el niimero de evaluaciones de funciones en
las iteraciones externas de los Algoritmos 1y 2. El Algoritmo 1 en el 77 % de los casos resulta mds eficiente
que el Algoritmo 2 y la superioridad del primero es clara.

Figura 1: Numero de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas

En las figuras 2 (a) y (b) se muestran los resultados obtenidos respecto del nimero de evaluaciones de
funciones en las iteraciones internas de los Algoritmos 1 y 2 para diferentes rangos. En el caso (a) se muestra
el desempefio en el intervalo [0, 50] y en el (b), [0, 25]. Aqui el Algoritmo 2 se impone sobre el 1 en aquellos
problemas que requieren menor tiempo de ejecucion y ocurre lo contrario con los que requieren mayor
tiempo.

01 L L L L L L L L L o1

Figura 2: Nimero de evaluaciones de funciones en las iteraciones internas (a) [0, 50], (b) [0, 25].

En la figura (3) se muestran los resultados relacionados con el nimero de evaluaciones externas de los
Algoritmos 1y 3. Se ve que el Algoritmo 1 resulta ganador en el 98 % de los casos estudiados y tienen
comportamientos similares en [32, 45].

En la figura 4 (a) y (b) se observa la performance para los Algoritmos 1 y 3 respecto del nimero de
iteraciones externas de funciones para distintos rangos, [0, 100] y [0, 25] respectivamente. Es claro que el
comportamiento del Algoritmo 2 es, en general, superior al 3.
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Figura 4: Niimero de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas (a) [0, 100], (b) [0, 25].

4. CONCLUSIONES
Hemos propuesto dos algoritmos de Lagrangiano Aumentado, para resolver el problema general de op-

timizacion con restricciones de igualdad y cotas sobre las variables, que combinan diferentes técnicas y
estrategias globalizadoras.

Los algoritmos fueron comparados entre si y con un tercer algoritmo de regén de confianza.

Las pruebas mostraron que entre los dos algoritmos de Lagrangiano Aumentado, el que usa una estrategia
de region de confianza resulté més eficiente para problemas que requieren mds tiempo de ejecucion, y en
todos los casos, el nimero de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas fue inferior.

Cuando los dos algoritmos de Lagrangiano Aumentado se compararon con el tercer algoritmo de region
de confianza, los test mostraron que, en general, resultaron mas eficientes para problemas que requieren
menos tiempo de ejecucion, y frente al algorimo propuesto por Niu y Yuan [12], este dltimo requiere mayor

cantidad de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas.
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