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SOBRE LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN DE UN

MODELO DE PROPAGACIÓN DEL SONIDO EN UN FLUÍDO

COMPRESIBLE

Martha Hilda Timoteo Sánchez[ y Yolanda Santiago Ayala†
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Resumen: Estudiamos un modelo que describe la evolución del sonido vı́a problemas de Transmisión. Asumiendo
que el modelo tiene coeficientes constantes a trozos y bajo adecuadas condiciones geométricas en el dominio y de
interfaces, probaremos mediante un espacio funcional adecuado la existencia y unicidad de la solución del problema,
para lo cual usamos una variante del resultado dado por J. Lions y Duvaut [1] vı́a la Teorı́a de Semigrupos.
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1. INTRODUCCIÓN

Los problemas de transmision fuerón considerados por J.-L. Lions [6] y S. Nicaise [7],[8] para las ecua-
ciones de onda. La controlabilidad en la frontera para una clase de segundo orden de sistemas hiperbólicos
fue estudiado por Lagnese [5]. El modelo que estudiamos incluye un término de tipo memoria. Incluir térmi-
nos de tipo memoria en las ecuaciones o en la frontera son muy naturales en los problemas que surgen en
viscoelasticidad. La condición de frontera con términos de tipo memoria para las ecuaciones de Maxwell
fueron introducidos por Fabrizio y Morro [2] y ha sido investigado en [4].

2. PRELIMINARES

Teorema 1 Sea Ω un conjunto abierto acotado cuya frontera Γ es una variedad de dimensión (n− 1), de
clase C1, Ω está localmente a un solo lado de Γ. C1

(
Ω
)

designa el espacio de las funciones de clase C1

sobre Ω y C1
(
Ω
)

es denso sobre H1 (Ω) ,(ver [1]).

Definición 1
(
C1
K

(
Ω
))3 es el espacio de la funciones vectoriales de clase C1 sobre Ω y con soporte

compacto en Ω, (ver [1]).

Teorema 2 Supongamos que Ω tiene una frontera Γ regular y acotada entonces
(
C1
K

(
Ω
))3 es denso

sobreH(Div; Ω) ,(ver [1]).

Definición 2 Sea el espacio H(Div; Ω) :=
{
v ∈ (L2(Ω))n/Div v ∈ L2(Ω)

}
normado por

‖v‖H(Div;Ω) =
{
‖v‖20,Ω + ‖Div v‖20,Ω

}1/2
(1)

Claramente, H(Div; Ω) es un espacio de Hilbert para la norma (1), (ver [3]).

Teorema 3 Si Ω es un subconjunto abierto de IRn con frontera Γ continua, Lipchiziana y acotada entonces
D(Ω)n = H(Div; Ω), (ver [3]).

Teorema 4 Sea O una región acotada de IR3 con frontera regular ∂O y la aplicación

W0 :
[
C1(O)

]3 → C1(∂O) /W0 (u) = u • η,

9
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donde η = η(x) denota el vector normal unitario en x ∈ ∂O apuntando al exterior de O. Entonces W0 se
extiende por continuidad a la aplicación lineal

W : H(Div,O)→ H−1/2(∂O) / W (u) = u • η.

Prueba. Sea ϕ ∈ H1/2(∂O) entonces ∃φ ∈ H1(O) tal que φ/∂O = ϕ (por el Teorema del trazo). Para un
elemento arbitrario u = (u1, u2, u3) ∈ H(Div,Ω), definimos la función Fu : H1/2(∂Ω)→ IR tal que

Fu(ϕ) =

∫
O
{φDiv u+ u •Gradφ} dx

Supongamos que ψ ∈ H1(O) tal que ψ/∂O = φ, claramente (φ−ψ) ∈ H1(O). Debido a la continuidad de
la función trazo tenemos

‖φ− ψ‖H1(O) ≤ ‖φ|∂O − ψ|∂O‖H1/2(∂O) = ‖ϕ− ϕ‖H1/2(∂O) = 0 entonces φ = ψ (2)

De (2), Fu(ξ) no depende de la elección de φ. Por otro lado, Fu esta acotado en H1/2(∂O),

|Fu(ϕ)| ≤
∫
O
|φ| |Div u| dx+

∫
O
|u| |Gradφ| dx ≤ C ‖φ‖H1(O) ‖Div u‖H(Div,O)

donde C es una constante positiva. Por lo tanto, ∃W (u) ∈ H−1/2(∂O) tal que Fu(ϕ) = 〈W (u), ϕ〉∂O
donde 〈·, ·〉∂O denota la dualidad entre H1/2(∂O) y H−1/2(∂O). �

3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN

Sea Ω un dominio acotado de IR3 con frontera ∂Ω suave, la cual consiste de dos superficies cerradas
disjuntas S0 y S1, es decir Ω = D0\D1 donde D0 y D1 son dominios abiertos y acotados, D1 ⊂ D0 con
∂D0 = S0 y ∂D1 = S1, como se muestra en la Figura 1. Supongamos que Ω está ocupado por un fluı́do

Figura 1: Dominio Ω

compresible no homogéneo. Un conocido modelo lineal que describe la evolución del sonido en un fluı́do
compresible es

β(x)
∂u

∂t
+Grad p = 0, γ(x)

∂p

∂t
+Div u = 0 , (3)

donde p = p (x, t) denota la presión acústica, u = (u1, u2, u3) con uj = uj (x, t) es la velocidad del
cuerpo, β (x) > 0 es la densidad de equilibrio y γ (x) es la compresibilidad. Las condiciones de frontera
del problema (3) son

p = 0 en S1 × (0,+∞)

u • η = α (x) p+ a (x)

∫ t

0
p (x, s) e−σ(x)(t−s)ds en S0 × (0,+∞) ,

(4)

donde η = η (x) denota al vector normal unitario apuntando al exterior de Ω en x ∈ ∂Ω.
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Figura 2: n=3

3.1. PROBLEMA DE TRANSMISIÓN

Sea Ω y ∂Ω como en la Figura 1 y supongamos que Ω está construido de la siguiente forma: fijamos
un entero n > 1 y para cada k ∈ {1, 2, ..., n− 1} sea D1 ⊂ Bk ⊂ D0, Bk un subconjunto abierto
acotado con frontera suave tal que Bk ⊂ Bk+1. Denotamos por Ω0 = B1\D1 y Ωk = Bk+1\Bk para
k ∈ {1, 2, ..., n− 2}, Ωn−1 = D0\Bn−1. La Figura 2 ilustra esta situación.

Ω0 = B1\D1, Ω1 = B2\B1, Ω2 = B3\B2, Γ1 = ∂B1 y Γ2 = ∂B2.

Definimos el problema de Transmisión para cada k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} por

β(k)∂u
(k)

∂t
+Grad p(k) = 0, γ(k)∂p

(k)

∂t
+Div u(k) = 0 (5)

Con condiciones iniciales: u(k)(x, 0) = f (k)(x) y p(k)(x, 0) = ψ(k)(x),x ∈ Ωk y k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}.
Las condiciones de frontera para {u, p} en S0 y S1 son las mismas como en (4). En las superficies (las in-
terfaces) los elementos

{
u(k), p(k)

}
son requeridas para satisfacer{

u(k) • η = u(k−1) • η
p(k) = p(k−1) (6)

para (x, t) ∈ Γk y k ∈ {1, 2, ..., n− 1}. En (5)-(6),β(k), γ(k),u(k), p(k) denotan las restricciones de las
correspondientes funciones en Ωk. Consideraremos las siguientes condiciones:

HIPÓTESIS

1.- Las funciones β(x) y γ(x) en (3) son funciones constantes a trozos de Ω → IR, las cuales pierden
continuidad solo en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1} y sus restricciones a Ωk satisfacen las condiciones

β(k) := β|Ωk
> 0 , γ(k) := γ|Ωk

> 0 para k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} .

2.- Las funciones α(x), a(x) y σ(x) son real-valuadas de S0 → IR, pertenecen a C1(S0) con
α(x) > 0, a(x) ≥ 0 y σ(x) > 0.

De (4) definimos

q(x, t) :=

∫ t

0
p (x, s) e−σ(x)(t−s)ds en S0 × (0,+∞) ,

que es solución de la ecuación diferencial

∂q

∂t
= −σq + p con condición inicial q(x, 0) = 0 . (7)

3.2. ESPACIOS DE HILBERT H0 Y H1

Consideremos los siguientes espacios de Hilbert

H0 = {w = (u, p, q) donde u es una función vectorial, p y q son funciones escalares/

u = (u1, u2, u3) ∈
[
L2(Ωk)

]3
, p ∈ L2(Ωk) y q ∈ L2(S0)

}
.
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con producto interno

〈w, w̃〉H0
=

n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
β(k)u(k) • ũ(k) + γ(k)p(k)p̃(k)

}
dx+

∫
S0

a(k)qq̃dΓ

H1 =
{
w = (u, p, q) ∈ H0 / Div u ∈ L2(Ωk) y Grad p ∈

[
L2(Ωk)

]3
para k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}} .

con producto interno

〈w, w̃〉H1
=

n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
β(k)u(k) • ũ(k) + γ(k) p(k)p̃(k) +Grad p(k) •Grad p̃(k)

}
dx+

∫
S0

a(k) q q̃dΓ

Nota 1 Si (u, p, q) ∈ H1 entonces p ∈ L2(Ωk) y Grad p ∈
[
L2(Ωk)

]3. Por lo tanto, p ∈ H1(Ωk) para
k ∈ {1, 2, ..., n− 1}, luego por el Teorema del trazo, p esta bien definido en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1}
ası́ como también en S0 y S1. Definimos a la función p en la frontera de Ωk de la siguiente forma:

γ0 : H1(Ωk)→ H1/2(∂Ωk) tal que γ0(p) = p|∂Ωk
.

Si p ∈ H1(Ωk) entonces
γ0(p) = p(k)(x, t) , (x, t) ∈ ∂Ωk ,

para k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}.
Si p ∈ H1(Ωn−1) entonces

γ0(p) =

{
p(n−1)(x, t) , (x, t) ∈ Γn−1

0 , (x, t) ∈ S1 .

Por lo tanto, p ∈ H1/2(Γk), p ∈ H1/2(S0) y p ∈ H1/2(S1).

3.3. DEFINICIÓN DEL OPERADOR A

De (3) tenemos
∂u

∂t
= − 1

β
Grad p y

∂p

∂t
= −1

γ
Div u . (8)

Luego, de las ecuaciones (7) y (8) obtenemos el siguiente sistema:
∂u
∂t

∂p
∂t

∂q
∂t

 =


0 − 1

βGrad 0

− 1
γDiv 0 0

0 I −σI



u

p

q

 (9)

El sistema obtenido en (9) puede escribirse de la siguiente forma:{
Yt = AY
Y (0) = (u(x, 0), p(x, 0), q(x, 0))T = (f(x),Ψ(x), 0)T .

(10)

El operador A : D(A) ⊆ H0 → H0 queda definido por

A(u, p, q) =

(
− 1

β
Grad p,−1

γ
Div u, p− σq

)
(11)
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con dominio

D(A) = {w = (u, p, q) ∈ H0 / Aw = wt ∈ H0 y las condiciones de frontera}

D(A) =
{
w = (u, p, q) ∈ H1 / u

(k) • η = u(k−1) • η , p(k) = p(k−1) en Γk ,

k ∈ {1, 2, ..., n− 1} con p = 0 en S1 y u • η = αp+ aq en S0}

Mediante el Teorema del Trazo se consigue demostrar que D(A) es un subespacio cerrado enH1. Ası́ mis-
mo, por el Teorema del Trazo, el Teorema 3 y el Teorema 4 se demuestra que D(A) es denso enH0.

3.4. OPERADOR ADJUNTO A∗

Ahora determinaremos el operador adjunto de A

〈w̃, Aw〉H0
=

〈
(ũ, p̃, q̃) ,

(
− 1

β
Grad p,−1

γ
Div u,−σq − p

)〉
H0

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
−ũ(k) •Grad p(k) − p̃(k)Div u(k)

}
dx−

∫
S0

aq̃σqdΓ +

∫
S0

aq̃p dΓ, (12)

Usando la Generalización del Teorema de Green en la ecuación (12) obtenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx−
∫
∂Ωk

p(k)ũ(k) • η1dΓ +

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

−
∫
∂Ωk

p̃(k)u(k) • η2 dΓ

}
−
∫
S0

a q̃ σqdΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ . (13)

Supongamos que p̃(k) = p̃(k−1) en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1} y p̃ = 0 en S1 entonces

n−1∑
k=0

∫
∂Ωk

p̃(k)u(k) • η2 dΓ =

∫
S0

p̃ u • η2 dΓ . (14)

Ası́ mismo, supongamos que ũ(k) • η1 = ũ(k−1) • η1 en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1} entonces

n−1∑
k=0

∫
∂Ωk

p(k)ũ(k) • η1 dΓ =

∫
S0

p ũ • η1 dΓ . (15)

Reemplazando (14) y (15) en (13) tenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
−
∫
S0

pũ • η1dΓ

−
∫
S0

p̃ u • η2dΓ−
∫
S0

a q̃ σqdΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ . (16)

Como w ∈ D(A) entonces u • η2 = αp+ a q, luego en (16) conseguimos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+ +

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
−
∫
S0

p ũ • η1 dΓ

−
∫
S0
p̃ (αp+ aq)dΓ−

∫
S0

a q̃σq dΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ . (17)
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Finalmente, supongamos que ũ • η1 = −α p̃+ a q̃ en S0 , reemplazando en (17) obtenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
−
∫
S0

p(−αp̃+ aq̃)dΓ

−
∫
S0

p̃ (αp+ a q) dΓ−
∫
S0

a q̃ σq dΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ .

Eliminando algunos términos tenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
+

∫
S0

aq(−σq̃ − p̃) dΓ .

(18)

Las condiciones asumidas anteriormente nos permiten definir el operador adjunto A∗ : H0 → H0 como

A∗(ũ, p̃, q̃) =

(
1

β
Grad p̃,

1

γ
Div ũ, −σq̃ − p̃

)
con dominio

D(A∗) =
{
w̃ = (ũ, p̃, q̃) ∈ H1 / ũ(k) • η = ũ(k−1) • η y p̃(k) = p̃(k−1),

k ∈ {1, 2, ..., n− 1} con p̃ = 0 en S1 y ũ • η = −αp̃+ aq̃ en S0} .

Luego, el lado derecho de la ecuación (18) se puede escribir

〈w̃, Aw〉H0
=
〈(

1
β Grad p̃,

1
γ Div ũ,−σ q̃ − p̃

)
, (u, p, q)

〉
H0

= 〈A∗w̃, w〉H0

Finalmente usando el Teorema del Trazo y densidad se demuestra que D(A∗) es denso enH0 .

3.5. OPERADOR ADJUNTO DE A∗

Siguiendo un proceso similar a la sección anterior podemos determinar el operador adjunto de A∗〈˜̃w,A∗w̃〉
H0

=

〈(
− 1

β
Grad ˜̃p,−1

γ
Div ˜̃u,−σ˜̃q + ˜̃p) , (ũ, p̃, q̃)〉

H0

=
〈
A∗∗ ˜̃w, w̃〉

H0

siempre que A∗∗ : H0 → H0 tal que

D(A∗∗) =

{˜̃w = (˜̃u, ˜̃p, ˜̃q) ∈ H1 / ˜̃u(k)
• η = ˜̃u(k−1)

• η y ˜̃p(k)
= ˜̃p(k−1)

, k ∈ {1, 2, ..., n− 1}

con ˜̃p = 0 en S1 y ˜̃u • η = α˜̃p+ a˜̃q en S0

}
.

Por lo tanto,

A∗∗
(˜̃u, ˜̃p, ˜̃q) =

(
− 1

β
Grad ˜̃p,−1

γ
Div ˜̃u,−σ˜̃q + ˜̃p) . (19)

De (11) y (19) tenemos
A = A∗∗ . (20)

Los operadoresA yA∗ son densamente definidos. El operadorA∗∗ es cerrado enH0. Por lo tanto de (20), el
operador A es cerrado enH0.
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Lema 1 Asumiendo las Hipótesis dadas lı́neas arribas, entonces, ambos operadoresA yA∗ son disipativos,
esto es ,

〈Aw,w〉H0
≤ 0 para algún w ∈ D(A) , 〈A∗w̃, w̃〉H0

≤ 0 para algún w̃ ∈ D(A) .

Prueba. Definamos el conjunto G y demostraremos que G = D(A) ,

G =
{
w = (u, p, q) funciones suaves a trozos / u = (u1, u2, u3) ∈ (C1(Ωk))

3, p ∈ C1(Ωk),

k ∈ {0, 2, ..., n− 1} y q ∈ C(S0) con condiciones en la frontera, u(k) • η = u(k−1) • η

y p(k) = p(k−1) en Γk , p = 0 en S1 y u • η = αp+ aq en S0

}
.

Sea (u, p, q) ∈ D (A) entonces u(k) ∈ H (div,Ωk), p(k) ∈ H1 (Ωk) y q ∈ L2 (S0). Del Teorema 2,
∃u(k)

m ∈
[
C1
K

(
Ωk

)]3 tal que u(k)
m → u(k) en H (div,Ωk).

Por otro lado, del Teorema 1, ∃ p(k)
m ∈ C1

(
Ωk

)
tal que p(k)

m → p(k) en H1 (Ωk), y ∃ qm ∈ C1 (S0) tal que
qm → q en L2 (S0).
Definamos la siguiente sucesión en Ω:

um =


u

(0)
m en Ω0,

u
(1)
m en Ω1,

...

u
(n−1)
m en Ωn−1 .

Además de la Definición 1,u(k)
m ∈

[
C1
(
Ωk

)]3 y con soporte compacto en Ωk . Ası́ que,

u
(k)
m = 0 en ∂Ωk. Lo mismo sucede para u

(k−1)
m = 0 en ∂Ωk−1. Por lo tanto,

u
(k)
m • η = u

(k−1)
m • η = 0 en Γk. Ası́ mismo, definimos la sucesión:

pm =


p

(0)
m en Ω0,

p
(1)
m en Ω1,

...

p
(n−1)
m en Ωn−1 .

con pm = 0 en ∂Ω, p(k)
m = p

(k−1)
m en Γk para k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

De las definiciones anteriores tenemos que um • η = αpm + aqm en S0 . Luego,
(um, pm, qm) ∈ D (A). Por lo tanto, G = D(A).
Sea w = (u, p, q) ∈ G, tomando el producto interno de Aw y w enH0 obtenemos

〈Aw,w〉H0
=

〈(
− 1

β
Grad p,−1

γ
Div u,−σq + p

)
, (u, p, q)

〉
H0

= −
n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
Grad p(k) • u(k) +Div u(k)p(k)

}
dx−

∫
S0

a(x)
(
−σq2 + pq

)
dΓ

= −
n−1∑
k=0

∫
∂Ωk

u(k) • ηp(k)dΓ +

∫
S0

a(x)
(
σq2 − pq

)
dΓ . (21)

De las condiciones en la frontera, u(k−1) • η = u(k) • η y p(k−1) = p(k) en Γk, k ∈ {0, 1, ...n− 1}
entonces obtenemos∫

Γk

u(k−1) • ηp(k−1)dΓ−
∫

Γk

u(k) • ηp(k−1) = 0 , k ∈ {1, 2, ..., n− 1} . (22)
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Usando (22) en (21) obtenemos

〈Aw,w〉H0
=

∫
S1

u(0) • ηp(0)dΓ−
∫
S0

u(n−1) • ηp(n−1)dΓ−
∫
S0

a(x)
(
σq2 − pq

)
dΓ . (23)

También,

p(0) = p = 0 en S1 entonces
∫
S1

u(0) • η p(0)dΓ = 0 (24)

y
u(n−1) • ηp(n−1) = u • ηp = (αp+ a q)p = (αp2 + a p q) en S0

entonces
∫
S0

u(n−1) • ηp(n−1)dΓ =

∫
S0

(αp2 + a p q)dΓ .
(25)

Reemplazando (24), (25) en (23) tenemos

〈Aw,w〉H0
= −

∫
S0

(αp2 + a p q)dΓ−
∫
S0

a(x)
(
σq2 − p q

)
dΓ

= −
∫
S0

(αp2 + a σ q2)dΓ ≤ 0 , ∀w ∈ G . (26)

Por densidad , tenemos que si w ∈ D(A) entonces ∃wm ∈ G tal que ĺım
m→∞

wm = w. Dado que wm ∈ G
entonces de (26) obtenemos

〈Awm, wm〉H0
≤ 0 ,

ĺım
m→∞

〈Awm, wm〉H0
≤ 0 ,〈

ĺım
m→∞

Awm, ĺım
m→∞

wm

〉
H0

≤ 0 . (27)

Como A es cerrado enH0 entonces ĺım
m→∞

Awm = Aw. Por lo tanto en (27), tenemos

〈Aw,w〉H0
≤ 0. (28)

De la ecuación (28), tenemos que A es disipativo. �
Calculos similares nos permiten probar que A∗ es disipativo. En conclusión tenemos que A y A∗ son opera-
dores disipativos, y A es un operador cerrado definido densamente, entonces A es el generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones {U (t)}t≥0 (ver [9]). Ası́, la solucion única de (10)
es

Y (t) := U (t)Y (0) .
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