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SOBRE LA ESTABILIDAD DE UN SISTEMA ELASTICO DINAMICO
EN CRISTALES CUBICOS

Yolanda S. Santiago Ayala’

bFacultad de Ciencias Matemdticas, Universidad Nacional Mayor de San Marcos, Lima, Perd,
yssantiago @ gmail.com, ysantiagoa @unmsm.edu.pe, www.unmsm.edu.pe

Resumen: Probamos la existencia de solucién global del sistema eldstico dindmico relativo a cristales ctibicos usando
la Teorfa de Operadores maximales monétonos y el Teorema de Minty-Browder. Asi, usando técnicas multiplicativas,
resultados de Dautry R. - Lions J. L., Desigualdades integrales no lineales, y adaptando el método de F. Conrad y B.
Rao en el célculo de las estimativas, mostramos que la energia asociada al sistema decae a cero cuando ¢t — +o0.
Aqui vemos dos casos uno con tasa exponencial y la otra con tasa polinomial.

Palabras clave: Desigualdades integrales no linelaes, estabilidad de un sistema eldstico dindmico, el método de
Conrad 'y Rao.
2000 AMS Subject Classification: 47B44,351.90.

1. INTRODUCCION

Estudiamos la existencia y la estabilidad para un sistema eldstico dindmico relativo a cristales ctbicos.
Basandonos en Desigualdades Integrales no lineales, desarrollados en la seccién 2, presentamos la estabili-
dad en dos casos, una con tasa exponencial y la otra con tasa polinomial.

Lagnese en [8] obtiene resultados de decrecimiento uniforme de la energia del sistema eldstico con con-
trol lineal f(u') mas condiciones técnicas sobre el tensor de elasticidad, pero esto no es posible aplicar al
sistema elastico homogéneo Isotropico Lineal (SEHIL). En [9] Lagnese consigue estimativas de decreci-
miento uniforme de la energia para el SEHIL bidimensional con control no lineal f(u’) mas un suavizante
lineal. Por otro lado, Komornik en [7] mostré el resultado [9] sin el suavizante lineal para el caso N=2,3,
sometidos a una fuerza que depende linealmente de la velocidad.

Para fundamentar nuestro estudio podemos citar Feynman [6] y Ciarlet [1]. También es importante citar a
Dafermos [4], uno de los pioneros en el estudio del comportamiento asintético de soluciones de ecuaciones
de evolucién no lineal.

Es interesante también citar los trabajos [3], [S], [10], [11] y [12], donde se abordan el comportamiento
asintético de algunos sistemas de evolucion.

2. DESIGUALDADES INTEGRALES NO LINEALES
Lema 1 (Desigualdad Integral tipo Gronwall) Sea E' : R™ — R™ una funcién no creciente y suponga-

mos que exista una constante T’ > 0 tal que

+00
E(s)ds <TE(t), Yt>0 (1)
t
entonces .
< E(0)el"T, Vt>T. 2)

&
—
~~
~—

Prueba. Si E(0) =0y como 0 < E(t) < E(0) parat > 0, entonces E(t) = 0. Antes de continuar con la
prueba, daremos algunas observaciones:
Nota 1 Se verifica facilmente que "la desigualdad (2) también es vdlida para 0 <t < T".

En efecto, si 0 < s < T, entonces E(s) < E(0) # 0 entonces ggé; <1=¢%<el"7, desde que s < T.

Por lo tanto, E(s) < E(0)e! ™7, para0 < s < T

Nota 2 La desigualdad (2) implica que E(t) < E(0), Vt > 0.
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1—

Sl

En efecto, como ¢ > T entonces & > 1,i.e. 1 — % < 0, asi T <1 y E(0)e
tenemos E(t) < E(O)elf% < E(0).

< E(0). Usando (2),

Nota 3 Se observa fdacilmente, desde que E es no creciente, que si 0 < s < T entonces E(s) < E(0).

Prueba del Lema

Definimos oo
f(x) :=eT E(s)ds
Entonces de (1), tenemos .
f@t) <eTTE(t), Vt>0. 3)

También, f es no creciente, i.e. f'(x) < 0. En efecto,

flx) = %e% /:O E(s)ds — eTE(z) = % {/:OO E(s)ds—TE(a:)} <0

desde que vale (1).
Por otro lado, como f es no-creciente y vale (3) tenemos que f(x) < f(0) < TE(0), Vx € R*, luego
e [ E(s)ds < TE(0), ie.
400 -
E(s)ds < e TTE(0), Vz € RT . 4)

T

Como E es no creciente y positiva, al integrar E sobre [z, x + T tenemos que TE(z +T) < f;HT E(s)ds
y como ff+T E(s)ds < [*° E(s)ds, tenemos:

+o0
TE@+T) < / E(s)ds. )
De (4) y (5) tenemos:
TE(x+T) < Te TE(0).

Tomando: t = x + T, tenemos:
E(t) <e'"TE(0).

O

Teorema 1 (Desigualdad Integral no lineal) Sea f : R™ — R™ una funcién no creciente y supongamos
que existan o > 0, T' > 0 tal que

/+Oo[f(8)]°‘+1 ds <T[f(0)]*f(t), Vt e RT (©6)
t
entonces
TH+at] «
f(t)Sf(O)[T_FaT} LVt >T. (7

Prueba. Observamos que (7) implica f(¢) < f(0). Si f(0) = 0 entonces f = 0. Por otro lado si f(0) # 0,
podemos definir:
f(t)

G = 40

Multiplicando [£(0)]~ (1) por (6), tenemos [, *°[G (s)]*1ds < TG(t).

1

También se tiene que G(0) = 1. Luego todo se reduce a probar que G(t) < {gjﬁﬂ - , VE>T.
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Esto nos permite asumir f(0) = 1.
Introducimos la siguiente funcién

F:rRt - Rt
+o00
b F(t) = / ()]s,

F es no creciente y localmente absolutamente continua. Diferenciando tenemos que F’(t) = —[f(t)]**!y
usando (6) i.e.

F(t) < TUHOF/0) <TI0
tenemos Pt atl
) s wort = -ro.

Asi hemos demostrado que
—F'>T " 1F*lenc t.p.en (0,00).

Por otro lado, diferenciando tenemos
(F~) = —aF 7 F = qF o7 Lfotl > o=@+ enctp. en (0, B) (8)

donde B := sup{t, f(t) > 0}, y también se observa que [F'(t)]~“ esta bien definida para t < B.
Integrando (8) sobre [0, s] se obtiene

[F~(s) — F~*(0)] > aT~“Vsenc.tp.en [0, B)

i.e.
F~%(s) > F~*(0) + T~ “"Vsenc.tp.en [0, B).
Es decir,

1 (e
Foa(0) + a7 @i = O

Por lo tanto, )
[F~%(0) + aT~(@+Ys]"a > F(s), paracada s € [0, B). 9)

Desde que F'(s) = 0si s > B, tenemos que (9) sucede para s € R.
De (6) tenemos que F'(0) < T'y el lado izquierdo de (9) esta mayorada por

[F~(0) + o7~ @g]"a < [T 4T @g~a = [T O[T + as]|"a
T[T+ as] " w . (10)

Siendo f no negativo y no creciente, el lado derecho de (9) puede ser estimado,

Fo) = [ vorta x| T rar
> (f;+as).[f(T+ (« +81)s)]a+1. (11)
Por transitividad, usando (11) y (10) en (9) obtenemos
(T + as).[f(T + (a+ 1)8)]* < T [T + as] "=

( 1)
«@

(T + (a +1)s)]*! < T[T + as]
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i.e. Vs > 0 se tiene

f(T+ (a+1)s) < Té[T—l—as]_i = <T;QS)_Q = (1+%5)7H . (12)

Haciendo t := T + (o + 1)s tenemos s = % y sustituyendo en (12) obtenemos

1 1
a t=T| « THat| «
ORI R -
T a+1 T+ oT
parat > T. U
3. SISTEMA ELASTICO DINAMICO Y EXISTENCIA DE SOLUCION
Sea 2 un dominio acotado de R de clase C!, T' = 9Q, v = (v, ..., ,) vector normal unitario sobre

r.

Sea I'g, I'1 una particién de la frontera I tal que ToNT; = (. Las constantes positivas: A, gy 7, son los
pardametros del tensor de elasticidad. Definimos v :=n — A — 2.

Sean a, [ : I'y — R funciones de clase C'! y supondremos que a # 0 si I'g = (). También, consideramos

g : R — R una funcién continua no decreciente que se anula en el cero (i.e. g(0) = 0) tal que Vz € R,
lg(x)| < C(1+ |x|), donde C' > 0.

Nota 4 Se observa que xg(x) >0, Vr € R.

Consideremos el sistema de evolucién (P)

ul — pAu; — (N + p) 0 (divu) — Pui _ OenQ x R (13)
(3 ,lL 1 lu’ 8:1;@ ry 8:El -

ui=0enTy x R" (14)

woyu; + (A + p)(divu)v; + fy%w +au; +lg(u}) =0enT; x R (15)

u;(0) = u¢  u(0) = u} en Q (16)

parai=1,..., N.
Usando resultados estandares de Teorfa de Operadores Maximales Mondtonos obtenemos el siguiente re-
sultado de existencia y regularidad de solucion.

Teorema 2 Asumamos: 1 > \ + L.

1. Dado (u®,u') € Hllo (N x L2(Q)N. El Problema (P) admite una tinica solucién débil

ue C(RT, HE (Q)N)nCHRY, L2 (V). (17)
Ademas, la aplicacion : (u®,u') — u es continua con respecto a dichas topologias; y la energia de
u definida por
BO) = 5 [+ ulVal + O+ wldivwl? + 5 <6“) w3 [ et a
2 0 i—1 61’1 2 I

es una funcion no creciente.
2. Ademds, si g es globalmente Lipschitziana y si u°, u' verifican la siguiente condicion fuerte:

Vi=1,...,N
we H2 QN nHE (N, o e HE (QV (19)
pdug + (A + ) (diva®)v; + 455 v; + auf + lg(ut) = 0



Estabilidad de un sistema elastico dinamico en cristales ctibicos

Entonces la solucion u del problema P posee 1a propiedad de regularidad mas fuerte
u € L°(RT, H*(Q)Y)
o' e L(RY, HE (Q)Y)
u// c L (R+’ L2(Q)N)

En este caso u es llamada Solucion Fuerte del problema P .

(20)
1)
(22)

A seguir presentamos algunos cristales cibicos que verifican la condicion 0 < 1 — A — pu, hipdtesis

considerada en el Teorema 2.

n A 2 y=n=A=2p 0<n—-A-up
Crrax C:m:yy nyacy

Na 0,055 0,042 0,049 —0,036 ~0,0115
K 0,046 0,037 0,026 —0,017 —0,004
Fe 2,37 141 1,16 —0,2 0,38
Diamond 10,76 125 5,76 3,75 v
Al 1,08 0,62 0,28 0,18 v
LiF 1,19 054 0,53 0,12 v
NaCl 0,486 0,127 0,128 0,231 v
KCl 0,40 0,062 0,062 0,276 v
NaBr 0,33 0,13 0,13 0,07 v
KI 0,27 0,043 0,042 0,185 v
AgCl 0,60 0,36 0,062 0,178 v

4. ESTABILIDAD DE LA ENERGIA ASOCIADA AL SISTEMA
4.1. TASA EXPONENCIAL

Sabemos que el Problema P es disipativo. Supongamos satisfechas las siguientes condiciones:
a) N>3
b) Sea zy € RY, definimos m,, = m(z) := z — x0, tal que
m(x)-v(x) < 0sobre 'y
m(zx)-v(zr) > 0sobrel;
¢) R:=sup,q|m(z)|

d) A, p, n satisfacen la desigualdad:
n>A+u,

luego pp+v > 0,desdequey:=n—A—2uy p+vy=n—A—p.
Nota 5 El caso homogéneo Isotrépico corresponde a(~v = 0)n = X+ 2u.
e)

E=mf{u, p+~=Mmf{u, n—X\—pu}.
Porlo tanto 0 < €£.

f) Sean «, 5: I'1 — R, funciones continuas y estrictamente positivas.

Definimos las siguientes funciones: a , [: 'y — R, mediante:

a(z) = a(a:)m(:c)y(x)}
(z) = pBlx)m(z)-v(z)

(23)
(24)

(25)

(26)

(27)
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Teorema 3 Supongamos que se verifican (23), (24) y (25). Si existen las constantes positivas ¢y c tal que
cz| < lg(z)| < d|z|, Vo € R. (28)
Nota 6 Si g(x) = x entonces c = = 1.

Entonces, existe w > 0 tal que, la solucion débil de (P) satisface la siguiente estimativa,
Decaimiento exponencial de la Energia:

E(t) < B(0)e! ™™ Vvt >0. (29)
Ademas, si definimos a y | de la siguiente forma:

. N-1 ~JE
a:a::ngm'Vyl:l::ﬁm'l/. (30)
Entonces, la energia de la solucion débil de (P) satisface:
Decaimiento Exponencial:

_ Ve
ct+c'R

E(t) < E(0)e' FvE>0. (31)

Prueba. Nos basamos en la identidad del Lema 3. Previamente enunciamos el siguiente resultado.

Lema 2 T
E(S’)—E(T):/ / lbg(uy)dsdt , VO < S <T < +co. (32)
S JIh

Nota 7 Laigualdad (32) implica que E es absolutamente continua entonces es derivable en casi todo punto
y E'(t) = — [p, luig(u;) ds.
Para simplificar los cdlculos, consideremos el vector M (u) € R, que tiene por componentes:

N
M(u)y = M(uw) = 2mgui+ (N — Du; =2 (mpuiz) + (N = D (33)
k=1

donde m = (my....,my).
Para el caso, cuando g satisface (28), basta tomar p = 1 en el siguiente resultado.

Lema 3 Para todo 0 < S < T < +oo tenemos:

T —1 /T _
2/ E@)s dt=2"2 E(t)p23E’/

s 2 Js Q

T
u M (u) dx dt — {E%l / u - M(u) daj} +
Q S

T —
/ E' /(u&,ui + (A + p)divuv; + yui v;) - M (u;) + au® ds dt +
S T

T —
/ E' / m v — | Vaul? — (A + p)(divu)? — ’yuii)ds dt . (34)
S r

Ahora vamos a mayorar la identidad (34), usando las condiciones de frontera sobre I'y y sobre I';. Esto lo
conseguimos en los siguientes Lemas.

Lema 4
J: = / (O u; + (X + p)divuy; + yu; v;) - M (u;) + au? ds
Ji:= -
+ [ mev® = pVul® = (A + p)(divu)? — fyufz) ds < 0. (35)

o
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Supongamos que g satisface (28) y a y [ estan definidas por (30), entonces se obtienen las siguientes
estimativas.

Lema 5
/ (Oyu; + (A + p)divuy; + yu;iv;) - M(u;) + au? ds
I

2 ~
+ [ mev® = p|Vul® = (A + p)(divu)? — yup;)ds < ﬁi/ lubg(ui)ds.  (36)
I

Lema 6 Se satisface la siguiente desigualdad:

" M(u) dx 2k
|/Qu M) da| < “2E(). (37)

Finalmente, usando las estimativas (35), (36) y (37) y eligiendo p = 1 en la desigualdad (34) obtenemos:

[ Enar < 2 (142 o5+ 2 (1) s

Ve Ve ¢
/SOOE(T)dr < 2<1+CCI>E(S), VS >0.

_ Ve
Aplicando el Lema 1 obtenemos (31), i.e. E(S) < E(O)e1 <C+C’>RS, VS >0.
Por otro lado, supongamos que g satisface (28) y a y [ estan definidas en (27), entonces

Lema 7 Existe una constante C' > 0 tal que

/r (w? = pVul> = (A + p)(divu)? — yul)m - v
1

—|—/ (uOyu; + (A + p)div uv; + yuiv;) - M(u;) + au? < C lbg(uh) + auu;,  (38)
Fl Fl

| /Q o M(u)| < CE(t). (39)

Utilizando (35), (38) y (39) obtenemos

T T
2/ E(r)dr < 2CE(S)+C/ / au? . (40)
S S I}

El siguiente resultado es una adaptacién del método de F. Conrad y B. Rao [2].

Lema 8 Existe una constante C > 0 tal que, para todo € > 0 vale

//aqusdt< —E(s /E (41)
I

En la desigualdad (41) consideramos e suficientemente pequefio de modo que la desigualdad (40), nos

1
conducea [¢ E(7)dr < C5E(S) . Luego por Lema 1, obtenemos (29) ,i.e. E(S) < E(O)el_ciss, VS >
0. U
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4.2. TASA POLINOMIAL

Teorema 4 Supongamos que se verifican (23), (24), (25) y supongamos que existan las constantes: p > 1,
c1>0,¢c0>0,¢c3 >0, cqy > 0tal que

alzl < lg(@) < eolulp sifa| <1 42)
cslz] < lg(@)| < eala|  sifa] > 1. 43)

Entonces, dado (u°,u') € H%O (N x L2(Q)N (i.e. Debido al Teorema 2 existe la solucion débil u tal
queu € C(Ry,V)NCY Ry, H) y E = 3| /(u,u)||},y es decreciente), la solucion de (P) satisface la
siguiente estimativa,

Decaimiento Polinomial de la Energia:

E(t) < Ctr1, ¥ >0 (44)
donde C' es una constante que depende de la energia inicial F(0) y del modo continuo.

Prueba. Para el caso g satisfaciendo (42), (43) y a y [ definidos por (27), del Lema 3 obtenemos la siguiente

estimativa
TOO i

3C >0 tal que E™= (r)dr <CE(S). (45)
S
Luego, de (45) y la desigualdad integral no lineal Teorema 1 con o = %, podemos concluir que

-2

E(t) < C(E(0)tr 1, Vt>0.
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